Interrogation 4

28 avril 2025

Exercice 1

Soit,
2n — 1 ~ cos(3nd)
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n(n? —1) 4n n
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avec 0 € R.
1. Etudier la nature des séries de termes généraux respectifs un, vn, dy. (3 pts)
2. Calculer la somme de la série de terme générale v,,. (1pt + 1 pt bonus)
Correction :

1. La série de terme général u,, est définie pour n > 1 (car n = 1 annule n? — 1). Pour

n assez grand,
2n —1 2

~n—oo— T o-
n(n? —1) n?
Or, la série Y 2 converge (critere de Riemann), donc par équivalence, la série Y u
) n2 g ) p q ’ n
converge.

Up =

La série de terme générale v,, est définie pour n > 0, elle alterne de signe a cause du

cos(36n) 1 _ (1\™ /o 1\
| <@ = (7)) Lasérie 35, (3)
est une série géométrique convergente, donc par majoration la série de terme générale

v, converge absolument ce qui implique qu’elle converge simplement.

cos(30n). Etudions la convergence absolue :

La série de terme générale d,, est définie pour n > 0. Elle est a termes posi-

. n? 2 _1 2(_ 14 1_ 1 _ n
tifs. (1-1)" = ¢"m00) = e (Catarro()) = elomrtzrom 2 (1)",
> L (l)n est une série géométrique convergente. Donc par équivalence la série de
n /2 \e g q verg . p quivi

terme générale d,, converge.

2. Soit N > 0, on a,

N gsind _ Y cos(3n) = sin(3n6)
n=0 n=0 n=0
N eSinG , , .
Y o S est une somme géométrique,
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Or par le méme argument que ci-dessus, toutes ces séries convergent donc on peut pas-

N .. 3i(N+1)6 . . N 3in6
ser a la limite. De plus comme ‘ | < 4N1+1 —Nooo 0, il s’ensuit que Y " o S5 —Nooo

ﬁ. Pour extraire la partie réelle de cette somme, on multiplie numérateur et

dénominateur par le conjugué du dénominateur.

4 4
4 —e3i0 4 — cos(30) — isin(36) )
_ 4(4 — cos(30) + isin(36)) (1)
(4 — cos(36))? 4 sin(36)?
_ 4(4 — cos(30) + isin(30))
16 + cos(36)2 — 8 cos(30) + sin(36)2
_ 4(4 — cos(30) + isin(30))
17 — 8 cos(30)
4 — cos(30) . sin(36)
17— Scos(30) T Y17 = 8 cos(30)

En identifiant la partie réelle et imaginaire de la limite, on a > Cosfline) = 41?:50;(3(?9)'

Exercice 2

Soit pour tout n > 1,
CIx3x5x---x(2n—1)

I T A% 6% ... x (2n)

Soit pour tout n > 2,
CIx3x5x---x(2n—3)

T T X A% 6x ... % (2n)

1. Calculer la limite de u,41/u, lorsque n tend vers +o00. (0.5pt)

2. Montrer que la suite (nu,) est croissante. (0.5pt)

3. En déduire la nature de la série de terme général wu,. (1pt)

4. En supposant que pour 1 < a < 3/2, (n+ 1)*v,411 < n%v,, déterminer la nature de
la série de terme général v,,. (1pt)

Correction
Unp _1x3x5x--x(2n41) 2x4x6X..xX(2n) _ 2n+4+1 1

L. Pourn > 1, == = IXAX6X .. % (2n+2) Ix3xBx X (2n—1) 2 = 1 = sngs noeo L.

2. Pour n > 1, % = "THQQ(ZE) = 2L > 1, par conséquent la suite (nu,) est
croissante.

3. Comme u, est positive, on a nu, > u;, donc u, > **. La série > <L est divergente
par le critere de Riemann, donc par minoration la série de terme générale u,, est
divergente.



4. Soit ny un rang a partir duquel I'inégalité est vraie. On a, pour n > ny,

Un o Un Up—1 Uno+1
Ung Un—1 Un—2 Unyg
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Ainsi, pour tout n > ng, on a
< Tlg
Up X Uny - ﬁ
Or, puisque 1 < a < %, la série > n% converge d’apres le critere de Riemann. Par

conséquent, la série de terme général v, converge par majoration.

Exercice 3

On considere ’équation différentielle,
(E) : Y +2y=a>—2x+3 reR
1. Donner ’ensemble des solutions de (F). (1.5pt)

2. Que devient la solution si 'on impose la condition initiale y(0) =37 (0.5pt)
Correction

1. Solution homogene : Soit I’équation homogene,
(Eo) 1y +2y=0

Soit a : * € R — 2, une primitive de « est donnée par A : x € R — 2z, donc
I'ensemble des solutions homogene est donnée par {y. : * € R — Ce **|C € R}.
Solution particuliere Le second membre de (E) est un polynoéme de degré 2.Donc
on cherche une solution particuliere y, sous forme de polynome de degré 2.

Ve eR y,(z) =ar® +br+c

avec a,b, ¢ € R & déterminer. On a pour tout » € R, y,(7) = 2az +b. On injecte dans
I'equation (F) et on obtient,

2ax + b+ 2(az® + br +c) =2 — 2v +3
2az” + x(2a + 2b) + b + 2c = 2* — 27 + 3

Par identification, on trouve,

a=1/2
b=—3/2
c=9/4

Donc 'ensemble des solutions de (F) est donné par,

1 3 9
{y:xGR%Ce_Q‘”%—af—§x+Z|C’€R}



2. 1 suffit d’identifier les solutions vérifiant y(0) = 3. Pour tout C' € R,y(0) = C' + 2
donc y(0) = 3 impose C' = 3/4. L’unique solution de (F) vérifiant y(0) = 3 est donc

donnée par,
3 1 3 9
y:xGRﬁZe_Z”—kixQ—équZ



